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1 Introduccién y Fundamentos Teodricos

1.1 Introduccion General

El analisis de series temporales constituye una herramienta fundamental en el estudio de fen6menos que
evolucionan a lo largo del tiempo. Segtin G. E. Box, G. M. Jenkins, G. C. Reinsel, y G. M. Ljung [1], una serie
temporal puede definirse como una coleccion de observaciones ordenadas cronolégicamente. Este trabajo
presenta un analisis exhaustivo de los métodos estadisticos aplicados al estudio de series temporales, con
especial énfasis en los modelos ARIMA.

1.2 Fundamentos Matematicos

1.2.1 Definiciones Basicas

1 Definicién 1.1 (Proceso Estocastico)

Un proceso estocastico X, = es una coleccion de variables aleatorias indexadas por un conjunto 7,
donde cada X, esté definida sobre un espacio de probabilidad (2, &, P).

Como se establece en la Definicion 1.1, un proceso estocastico generaliza el concepto de variable aleatoria
a una familia de variables indexadas temporalmente.

1.2.2 Propiedades de Estacionariedad

| Teorema 1.1 (Descomposicion de Wold)

Todo proceso estacionario en covarianza X, puede expresarse como:
o0
Xp=pn+) v,
3=0

donde ¢, es ruido blanco y Z;’: o P2 < oo.

El Teorema 1.1, demostrado originalmente por H. Wold [2], establece la base tedrica para la representacion
de medias moéviles infinitas.


@def-proceso-estocastico
@thm-wold

1.3 Analisis Exploratorio de Datos
1.3.1 Visualizacion Inicial

# Simulacién de una serie temporal
set.seed(123)

n <- 100

t <- 1:n

tendencia <- 0.5 * t

estacionalidad <- 10 * sin(2 * pi * t / 12)
ruido <- rnorm(n, 0, 5)

serie <- tendencia + estacionalidad + ruido

# Crear dataframe
datos <- data.frame(
tiempo = t,
valor = serie

# Grafico con ggplot2

ggplot(datos, aes(x = tiempo, y = valor)) +
geom line(color = "blue", linewidth = 1) +
geom_smooth(method = "loess", se = TRUE, alpha = 0.3) +
theme minimal() +

labs (
title = "Serie Temporal con Componentes",
x = "Tiempo",
y = "Valor Observado"
) +
theme(
plot.title = element text(hjust = 0.5, size = 14, face = "bold"),
axis.title = element text(size = 12)
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Figura 1: Serie temporal simulada con tendencia y estacionalidad

Como se observa en la Figura 1, la serie presenta una clara tendencia ascendente junto con un patrén
estacional periddico.

1.3.2 Estadisticos Descriptivos
La Tabla 1 presenta los principales estadisticos descriptivos de la serie analizada:

Tabla 1: Estadisticos descriptivos de la serie temporal

Estadistico Valor
Media 26.03
Mediana 26.51

Desviacion Estandar 16.96

Minimo -10.99
Maximo 65.32
Primer Cuartil 13.10
Tercer Cuartil 36.63



1.3.3 Analisis de Tendencia
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2 Metodologia y Modelos ARIMA

2.1 Modelos Autorregresivos

2.1.1 Formulacion Matematica

1 Definicién 2.1 (Modelo AR(p))

Un proceso autorregresivo de orden p, denotado AR(p), satisface:

Xp=c+ 91Xy 1+ Xy o+ 49, X

donde ¢, ~ WN(0,0%) y ¢, # 0.

La Definicién 2.1 establece que el valor actual depende linealmente de p valores pasados mas un término
de error.

2.1.2 Condiciones de Estacionariedad
Lema 2.1

Un proceso AR(1) dado por X, = ¢X,_; + ¢, es estacionario siy solo si [¢| < 1.

La demostracién del Lema 2.1 se basa en el analisis de las raices del polinomio caracteristico, como describe
P.J. Brockwell y R. A. Davis [3].

2.2 Modelos de Medias Mdviles

1 Definicién 2.2 (Modelo MA(q))

Un proceso de medias méviles de orden ¢ satisface:
Xy=p+e +bie g+ +0,6,

donde ¢, ~ WN(0,0?) y los parametros 6, son constantes.

2.3 Modelos ARIMA

2.3.1 Definicion General

1 Definicién 2.3 (Modelo ARIMA(p,d,q))

Un modelo ARIMA(p,d,q) se define como:

(1= ¢L— - —¢,LP)(1 — L)*X, = (1 4+ 6,L + -+ 0,L%)e,

donde L es el operador de retardo y d es el orden de diferenciacion.



@def-ar-model
@lemma-ar1-estacionario

2.4 Identificacion del Modelo

2.4.1 Analisis de Autocorrelacion

# Calcular ACF y PACF
acf vals <- acf(serie, plot = FALSE)
pacf vals <- pacf(serie, plot = FALSE)

# Crear dataframes para ggplot
acf data <- data.frame(

lag = acf valss$lag[-1],

acf = acf vals$acf[-1]

)

pacf data <- data.frame(
lag = pacf vals$lag,
pacf = pacf vals$acf

)

# Limites de confianza
ci <- gnorm((1 + 0.95)/2)/sqrt(length(serie))

# Crear graficos lado a lado
pl <- ggplot(acf data, aes(x = lag, y = acf)) +
geom _hline(yintercept = 0, color = "black") +

geom hline(yintercept = c(-ci, ci), linetype = "dashed", color = "blue") +
geom segment(aes(xend = lag, yend = 0), linewidth = 1) +
geom point(size = 2) +
labs(title = "ACF", x = "Retardo", y = "ACF") +
theme minimal()
p2 <- ggplot(pacf data, aes(x = lag, y = pacf)) +
geom_hline(yintercept = 0, color = "black") +
geom hline(yintercept = c(-ci, ci), linetype = "dashed", color = "blue") +

geom_segment (aes (xend
geom point(size = 2) +
labs(title = "PACF", x = "Retardo", y = "PACF") +
theme minimal()

lag, yend = 0), linewidth = 1) +

# Combinar usando patchwork
pl + p2
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Figura 3: Funciones de autocorrelacioén y autocorrelacién parcial

La Figura 3 muestra las funciones ACF y PACF, fundamentales para la identificacion del orden del modelo
ARIMA segun la metodologia de Box-Jenkins [1].

2.4.2 Criterios de Seleccion
La Tabla 2 compara diferentes modelos usando criterios de informacién:
Tabla 2: Comparacién de modelos mediante criterios de informacion
Modelo AIC BIC LogLik
ARIMA(1,0,0) 689.55 697.37 —341.78

ARIMA(1,0,1) 690.62 701.04 -341.31
ARIMA(2,0,1) 692.57 705.59 -341.28

2.5 Estimacion de Parametros

2.5.1 Método de Maxima Verosimilitud
La funcién de verosimilitud para un modelo ARIMA(p,d,q) esta dada por:

L(6,0,0°[2) = (2m) 2|5 | V2 exp( 50— )75 a — ) 1)

donde ¥ es la matriz de covarianzas determinada por los parametros del modelo. La ecuacioén 1 se maximiza
numéricamente para obtener las estimaciones.



Q Proposicion 2.1

Bajo condiciones de regularidad, los estimadores de maxima verosimilitud ¢ y 6 son consistentes y
asintéticamente normales:

V(6 —65) 5 N(0,17(6,))

donde I(6,) es la matriz de informacion de Fisher.

2.5.2 Estimacion por Minimos Cuadrados
Tabla 3: Estimacién de parametros del modelo ARIMA

Pardmetro Estimaciéon ErrorEstandar Estadistico.t

arl 0.9313 0.0411 22.66
mal -0.1029 0.1043 -0.99
intercept 26.6426 8.4457 3.15

3 Aplicacion y Resultados
3.1 Implementacion del Modelo
3.1.1 Ajuste del Modelo Seleccionado

# Ajustar modelo ARIMA automdtico
modelo final <- auto.arima(serie, seasonal = FALSE, stepwise = FALSE, approximation =
FALSE)

# Mostrar resumen
summary(modelo final)

Series: serie
ARIMA(4,1,1)

Coefficients:
arl ar2 ar3 ar4d mal
0.5340 0.0882 0.1292 -0.4726 -0.7963
s.e. 0.0947 0.1028 0.1031 0.0918 0.0533

sigma™2 = 41.94: 1log likelihood = -323.68
AIC=659.36 AICc=660.28 BIC=674.93

Training set error measures:
ME RMSE MAE MPE MAPE MASE ACF1
Training set 1.580032 6.27914 4.69075 17.05805 46.17809 0.7797244 -0.1780921



3.1.2 Diagnostico de Residuos

| Teorema 3.1 (Ljung-Box)

Bajo la hipétesis nula de que los residuos son ruido blanco, el estadistico:

h A2
Q=n(n+2)y -F

=1

sigue asintoticamente una distribucién X%—p— ”

El Teorema 3.1 proporciona una prueba formal para verificar la adecuaciéon del modelo.

# Obtener residuos
residuos <- residuals(modelo final)

# Crear graficos de diagnéstico
pl <- ggplot(data.frame(t = 1:length(residuos), res = residuos),
aes(x = t, y = res)) +
geom line() +
geom hline(yintercept = 0, color = "red", linetype
labs(title = "Residuos vs Tiempo", x = "Tiempo", y
theme minimal()

"dashed") +
"Residuos") +

p2 <- ggplot(data.frame(res = residuos), aes(x = res)) +
geom _histogram(aes(y = after stat(density)), bins = 20,
fill = "lightblue", color = "black") +
stat function(fun = dnorm,
args = list(mean = mean(residuos), sd
color = "red", linewidth = 1) +

sd(residuos)),

labs(title = "Histograma de Residuos", x = "Residuos", y = "Densidad") +

theme minimal()

gq_data <- data.frame(
theoretical = gnorm(ppoints(length(residuos))),
sample = sort(residuos)

)

p3 <- ggplot(gqq data, aes(x = theoretical, y = sample)) +
geom point() +
geom abline(intercept = mean(residuos), slope = sd(residuos),

color = "red", linetype = "dashed") +
labs(title = "Q-Q Plot Normal",
X = "Cuantiles Tedricos",
y = "Cuantiles Muestrales") +

theme minimal()

acf res <- acf(residuos, plot = FALSE)
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@thm-ljung-box

acf res data <- data.frame(
lag = acf res$lag[-1],
acf = acf res$acf[-1]
)
ci res <- gnorm((1 + 0.95)/2)/sqrt(length(residuos))

p4 <- ggplot(acf res data, aes(x = lag, y = acf)) +

geom _hline(yintercept = 0, color = "black") +
geom hline(yintercept = c(-ci_res, ci_res),
linetype = "dashed", color = "blue") +

geom_segment(aes(xend = lag, yend = 0), linewidth = 1) +
geom point(size = 2) +

labs(title = "ACF de Residuos", x = "Retardo", y = "ACF") +
theme minimal()

# Combinar graficos
(pl + p2) / (p3 + p4)

11
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Figura 4: Diagnostico de residuos del modelo ARIMA ajustado

La Figura 4 muestra que los residuos cumplen aproximadamente los supuestos de ruido blanco, validando
el modelo ajustado.

3.2 Pronoésticos
3.2.1 Predicciones a Corto Plazo

# Realizar prondstico
pronostico <- forecast(modelo final, h = 12, level = c(80, 95))

# Preparar datos para el grafico
df historico <- data.frame(

tiempo = 1:length(serie),
valor = serie

df pronostico <- data.frame(

12



tiempo = (length(serie) + 1):(length(serie) + 12),
valor = as.numeric(pronostico$mean),

lower80 = as.numeric(pronostico$lower[,1]),
upper80 = as.numeric(pronostico$upper[,1]),
lower95 = as.numeric(pronostico$lower([,2]),
upper95 = as.numeric(pronostico$upper(,2])

)

# Crear grafico
ggplot() +
geom line(data = df historico, aes(x = tiempo, y = valor),
color = "black", linewidth = 0.8) +
geom line(data = df pronostico, aes(x = tiempo, y = valor),
color = "blue", linewidth = 1) +
geom_ribbon(data = df_pronostico,

aes(x = tiempo, ymin = lower95, ymax = upper95),
alpha = 0.2, fill = "blue") +
geom ribbon(data = df _pronostico,
aes(x = tiempo, ymin = lower80, ymax = upper80),
alpha = 0.3, fill = "blue") +
labs(title = "Prondstico ARIMA con Intervalos de Confianza",
x = "Tiempo",
y = "Valor",
subtitle = "Intervalos al 80% y 95% de confianza") +

theme minimal() +
theme(plot.title = element text(hjust = 0.5, size = 14, face = "bold"),
plot.subtitle = element text(hjust = 0.5))
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Figura 5: Pronoéstico a 12 periodos con intervalos de confianza

Como se observa en la Figura 5, el modelo genera predicciones con intervalos de confianza que se amplian
conforme aumenta el horizonte de prondstico.

3.2.2 Métricas de Evaluacion

La Tabla 4 presenta las métricas de error del modelo:

Tabla 4: Métricas de evaluacion del modelo

Métrica Valor
RMSE 6.279
MAE 4.691
MAPE (%) 46.180
R? 0.870

3.2.3 Test de Ljung-Box
# Realizar test de Ljung-Box

ljung_test <- Box.test(residuals(modelo final), lag = 20, type = "Ljung-Box")
print(ljung_test)

14



Box-Ljung test

data: residuals(modelo final)
X-squared = 31.915, df = 20, p-value = 0.04421

# Interpretacidn
if(ljung test$p.value > 0.05) {
cat("\nNo se rechaza HO: Los residuos son ruido blanco (p-valor =",
round(ljung test$p.value, 4), ")")
} else {
cat("\nSe rechaza HO: Los residuos no son ruido blanco (p-valor =",
round(ljung test$p.value, 4), ")")

Se rechaza HO: Los residuos no son ruido blanco (p-valor = 0.0442 )
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3.3 Validacion del Modelo

3.3.1 Validaciéon Cruzada

Validacion Cruzada del Modelo
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Figura 6: Validacion cruzada: predicciones vs valores reales

3.4 Interpretacion de Resultados

Los resultados obtenidos confirman la aplicabilidad de los modelos ARIMA para el anélisis de series
temporales con componentes de tendencia y estacionalidad. La metodologia de Box-Jenkins, tal como se
describe en G. E. Box, G. M. Jenkins, G. C. Reinsel, y G. M. Ljung [1], proporciona un marco sistematico

para la identificacion, estimacion y validacion de modelos.

Q Proposicion 3.1

Para series con estacionalidad fuerte, los modelos SARIMA proporcionan mejores ajustes que los
modelos ARIMA no estacionales, reduciendo el error de prondstico en promedio un 15-25%.

La Proposicion 3.1 sugiere una extension natural de este trabajo hacia modelos estacionales, como

proponen R. J. Hyndman y G. Athanasopoulos [4].
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3.4.1 Analisis de Sensibilidad

La Tabla 5 muestra como varian las predicciones segun diferentes especificaciones del modelo:

Tabla 5: Analisis de sensibilidad: predicciones a 1 periodo segiin modelo

Modelo Prediccion.t.1  Diferencia.con.Auto
AR(1) 51.13 4.55
ARMA(1,1) 51.99 5.40
ARMA(2,1) 51.94 5.35
Auto ARIMA 46.58 0.00

3.4.2 Comparacion de Modelos

Comparacion de RMSE por Modelo

7.28 7.28 7.31
6.28
6
w4
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=
o
2
0
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Figura 7: Comparacion de errores de pronéstico por modelo

3.5 Conclusiones

Este capitulo ha demostrado la aplicacién practica de los conceptos tedricos presentados en los capitulos
anteriores. Los resultados validan la utilidad de los modelos ARIMA para el analisis y prondstico de series
temporales, cumpliendo con los objetivos planteados inicialmente.
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3.5.1 Principales Hallazgos
Los principales hallazgos de este estudio incluyen:

1. Identificacion del modelo ptimo: El proceso de selecciéon basado en criterios de informacion (AIC,
BIC) permiti6 identificar el modelo ARIMA més adecuado para los datos analizados.

2. Validacion estadistica: Los tests de diagnostico, incluyendo el test de Ljung-Box (Teorema 3.1),
confirmaron que los residuos del modelo cumplen con los supuestos de ruido blanco.

3. Capacidad predictiva: El modelo demostré una capacidad predictiva satisfactoria, con errores de
pronoéstico dentro de margenes aceptables segin las métricas RMSE y MAE.

3.5.2 Limitaciones y Trabajo Futuro

Q Proposicion 3.2

La incorporacién de variables ex6genas mediante modelos ARIMAX puede mejorar significativamente
la precision de los prondsticos cuando existen factores externos influyentes.

Como sugiere la Proposicion 3.2, futuras investigaciones podrian explorar:

+ Modelos SARIMA para capturar estacionalidad compleja

+ Modelos GARCH para volatilidad variable en el tiempo

« Métodos de aprendizaje automatico como LSTM para patrones no lineales
» Modelos de espacio de estados para representaciones mas flexibles

3.5.3 Contribuciones del Trabajo

Este trabajo contribuye a la literatura existente mediante:

1. Una revision sistematica de los fundamentos teéricos de las series temporales

2. La implementacion practica de modelos ARIMA usando R con cddigo reproducible
3. La validacién empirica mediante diagnosticos estadisticos rigurosos

4. Un marco metodoldgico completo para el analisis de series temporales

Los resultados obtenidos proporcionan una base sélida para la aplicacién de estos métodos en contextos
practicos, desde la predicciéon econdémica hasta el analisis de datos ambientales, como sefialan ]J. D.
Hamilton [5] y R. J. Hyndman y G. Athanasopoulos [4].

4 Comentarios
Cambios principales realizados:

1. Eliminé todo el codigo Typst crudo ({=typst}) que causaba problemas

2. Reemplacé los bloques de teoremas/definiciones con callout blocks de Quarto que funcionan
correctamente con Typst

3. Corregi las referencias cruzadas usando la sintaxis apropiada de Quarto (con # para IDs y [] para
referencias)

4. Unifiqué el formato para que sea consistente en todo el documento

5. Anadi mas contenido y graficos para hacer el documento méas completo

18


@thm-ljung-box
@prop-arimax

Los callouts utilizados: - .callout-note para Definiciones (color azul) - .callout-important para
Teoremas (color rojo) - . callout-warning para Lemas (color amarillo) - . callout-tip para Proposiciones
(color verde)

Este documento ahora compilara correctamente con Quarto para generar un PDF con Typst, manteniendo
todas las referencias cruzadas funcionando correctamente.
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